Loplikud ja
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Loplikud hulgad

Teoreem. Kui A ja B on hulgad, siis A U {B} on hulk.

Toestus. Kui B on hulk, siis Uksiku olemasolu aksioomi
pohjal {B} on hulk. Kui A on hulk ja {B} on hulk, siis
uhendhulga olemasolu aksioomi pohjal ka A U {B}
on hulk.

Maaratlus.
e Tuhi hulk on loplik hulk

e Kui X on I6plik hulk ning H on hulk, siis X U {H} on
loplik hulk
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Naturaalarvud
Maaratlus 1.

Tuhi hulk @ on naturaalarv null ja selle tahiseks on siimbol 0

= Kui hulk n on naturaalary, siis hulk nu{n} on naturaalarv, mis
vahetult jargneb arvule n ja selle tahiseks on kirjutis n+1

Teoreem. Iga naturaalarv on |oplik hulk.

Maaratlus 2. Kui n on naturaalarv ja n ei ole O, siis Gtleme, et n on
positiivne ja kirjutame Pos(n)

Pos(n) | a)[oen]

Maaratlus 3. Kui naturaalarvude m ja n korral men, siis Gtleme, et
arv m eelneb arvule n voi arv n jargneb arvule m ja kirjutame m < n.

. m<nImen nSmIﬁ(m<n)
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Loplike hulkade elementide arv

Maaratlus.

 Tuhja hulga elementide arvon 0

e Kui X on Ioplik hulk, mille elementide arvon n ning
H on hulk, siis hulga XU {H} elementide arv on n+1

e E(A)=m ] lopliku hulga A elementide arvon m
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/F Lopmatuse aksioom

= Lopmatuse aksioom:
Eksisteerib vahemalt liks niisugune hulk L, mille korral selle
hulga L (iheks elemendiks on tiihi hulk &

" kui vaadeldavasse hulka L kuulub elemendina mingi hulk H,
siis kuulub hulka L elemendina ka hulk, mille tahiseks on H+1

ja mille (st H+1) elementideks on ainult koik hulga H
elemendid, kui H pole tiihi ja hulk H ise

= Naide. Kui hulk H on tiihi, siis hulgaks H+1 on {J}. Kui hulga H
elementideks on x,y,z, siis hulga H+1 elementideks on x,y,z ja
{xy,z}.

Markus. Antud aksioom ei ole |dpmatuse maaratlus!

10.11.2011 (C) Peeter Lorents



/F Lopmatuse aksioom ja naturaalarvud

Teoreem. Kui eksisteerib niisugune hulk L, mille korral
"selle hulga L iiheks elemendiks on tiihi hulk @

"kui vaadeldavasse hulka L kuulub elemendina mingi hulk H,
siis kuulub hulka L elemendina ka hulk, mille tahiseks on H+1
ja mille (st H+1) elementideks on ainult koik hulga H
elemendid, kui H pole tiihi ja hulk H ise

siis on hulga L elementideks koik naturaalarvud

Jareldus. Koikide naturaalarvude hulk eksisteerib.

Toestus. Jareldub vahetult dsjaesitatud teoreemist ja [dpmatuse
aksioomist.
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Lopmatud hulgad

Maaratlus. Lopmatuks hulgaks nimetame sellist hulka, mis pole
loplik.

e Markus. Meenutame, et lopmatuse aksioomis polnud juttu
|opmatute hulkade maaratlusest! Postuleeriti vaid teatavate
isearasustega hulkade olemasolu ja mitte ei formuleeritud seda,
mis on [6pmatu hulk ega postuleeritud nimetatud
formuleeringule vastava hulga olemasolu. Sona lopmatus
figureeris vaid kdonealuse aksioomi nimes.

 Teoreem. Koikide naturaalarvude hulk eksisteerib ja on
lopmatu hulk.
Toestus. Tugineb I6pliku hulga, I[dpmatu hulga ja naturaalarvu
ning lopliku hulga elementide arvu moistele, Idpmatuse ja
valjaeraldamise aksioomile
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Ordinaalarvud

Maaratlus. (John von Neuman) Hulk H on ordinaalarv ehk
lUhemalt ordinaal, kui kdik H elemendid on hulgad ja

(Va)[ooeH D acH]
(VoafeH)[o=P v aep v Pea]
(VycH)(Faey)[any=L].
Seejuures koneldakse veel, et
H on nullordinaal, kui H=
H on jargordinaal, kui mingi ordinaali A korral
H=A+1, kus A+1] AU{A}
H on piirordinaal, kui ta pole ei nullordinaal ega
jargordinaal.
Ndide. Hulk {J} on jargordinaal (sest {J}=U{T} )
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Ordinaalarvud ja naturaalarvud

Teoreem 1. Iga naturaalarv on ordinaal. Iga nullist erinev
naturaalarv on seejuures jargordinaal.

Teoreem 2. Koikide naturaalarvude kogum on hulk.

Toestus. Lopmatuse aksioomi pohjal leidub selline hulk H, mis

sisaldab tuhja hulka ning sisaldab koos iga elemendiga m veel
elementi mu{mj}.

Valjaeraldamise aksioomi pohjal leidub asjadeldu alusel hulk
{a| (aeH) & (=L Vv [(a£D)o(AB)(Bea & a=p+1)] }.
See hulk ongi koikide naturaalarvude hulk. Koikide

naturaalarvude hulga tahistamiseks kasutame kaht simbolit:
N ning .

Teoreem 3. Koikide naturaalarvude hulk on piirordinaal.
Markus. Koikide ordinaalarvude kogum ei ole hulk!
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Ordinaalarvude rollist

Ordinaalarvud, kui hulgad omavad oma sees elementide nn
taielikku jarjestust. Osutub (nagu tdestas John von Neuman), et
igat tdielikult jarjestatud hulka saab n-6 vorrelda

ordinaalidega. Selleks “kdrvutatakse” taielikult jarjestatud hulk
mingi ordinaaliga. Kui osutub, et ordinaali elementide ja kdrvale
pandud hulga elementide vahel on selline liks-Uhene vastavus,
mille puhul vastavusse satitud elemendid on ka vastavas
jarjestuses, siis kdneldakse, et hulgal on samasugune
jarjestustuup, nagu eelmainitud ordinaalil.

Naide. Vaatleme hulka {O, V, Z, A, [}, milles jarjestuse aluseks on
kujundi nurkade arv. Samuti vaatleme ordinaali 5. Nagu teame
5={0,1,2,3,4}, kus jarjestusena voime kasutada seost <. Nuud
korraldame vastavuse: 00, V<1, 7Z<>2, A>3, [ [<k>4. Naeme,
et vastavuses olevad elemendid on vastavas jarjestuses.
Seetdttu voime 6elda, et hulga {O,V,Z,A,[1} jarjestustutbiks on 5.
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Lihtsaimad operatsioonid hulkadega

Kal
KaC
Kal
KaC

KaC

]
Cc C ¢ C < < C

e paar A{}B | {A,B}I{z | z=A v z=B}

e thend AUB/|{z|zeAv zeB)

e Uhisosa AmBI{z | zeA & zeB}

e erisosa AAB]{z|(zeAUB) & (z¢ANB)}
e vahe A—Bf{z|zeA&z¢B}

ga taiend B’I{z|zeA&z¢B&BgA}
ga astmehulk DA [ {7 | zcA}
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Lihtsaimad operatsioonid loplike hulkadega ja
elementide arvud

Hulkade paar  A{}B[{A,B}]{z|z=A v z=B}
Kui A#B siis E(A{}B)=2 ehk E{A,B}=2
Hulkade iithend AUB/{z|zeA v zeB)
Hulkade lihisosa AmBI{z | zeA & zeB}
E(AUB) = E(A) + E(B) — E(ANB)

Hulkade erisosa A AB]{z | (zeAUB) & (z¢AMB)}
E(A A B) = E(A) + E(B) — 2E(ANB)

Hulkade vahe A—Bf{z | zeA & z¢ B}
E(A-B)=E(A) - E(ANB)

Hulga tiiend  B'[{z|zeA & z¢B & BcA}
E(B’) = E(A) — E(B)

Hulga astmehulk 2A [ {7 | zcA}

E(ZA) = 2 E(A)
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Lihtsaimad operatsioonid naturaalarvudega: liitmine,
korrutamine, astendamine.

e X+0=X, X+(Y+1)=(X+Y)+1

e X-0=0, X«(Y+1)=(X-Y)+X

e X0=1, XY +1) = (XY) - X
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Naturaalarvude tegurid

Maaratlus. Naturaalarvud x ja y on naturaalarvu n
tegurid kui kehtib vordus n = x-y

e Naiteks arvu 3 teguriteks on arvud 1 ja 3, kuna 3=1-3,
arvu 30 teguritekson arvud 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30,
kuna 30=1-30=2-15=3-10=5-6.

NB! Naturaalarv 1 on mistahes naturaalarvu n teguriks,
kuna n=1-n.

NB! Naturaalarvul 1 on tapselt tks tegur —ta ise.

NB! Iga naturaalarv x on naturaalarvu O teguriks, kuna
0 = x-0. Seetottu on arvul O [6pmata palju tegureid.
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Algarvud ja kordarvud ning arvude astmed

Maaratlus 1. Algarvuks nimetame sellist naturaalarvu, millel on
tdpselt kaks erinevat tegurit.

Naide. Algarvuks on 3=1-3. Algarvuks ei ole 4, kuna 4=1-4=2-2.
Algarvude tahisteks on vastavalt pOJZ, p1f3, pZJS,

Maaratlus 2. Kordarvuks nimetame sellist naturaalarvu, mis ei
ole O, ei ole 1, ei ole algarv.

Naide. Kordarvuks on 6=1-2-3. Kordarvuks ei ole 5.

Maaratlus 3. Mistahes arvu m korral on
e arvu m nullis aste m®on vordne arvuga 1,

e arvu m n+1 aste m"*! on vordne korrutisega m"- m.
Naide. 9 on arvu 3 teine aste. 8 on arvu 2 kolmas aste.
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Naturaalarvude kanooniline esitus ja
aritmeetika pohiteoreem

Maaratlus.

Naturaalarvu k kanooniliseks esituseks on (p,.)?,
kui k=(p.,)? vGi korrutis (p..)(p,)°...(p,)S,

kui k=(p..)2(p,)°...(p,), kus a, b, ..., ¢ on positiivsed
naturaalarvud ja 0O<m<n< ...<r on naturaalarvud.

Aritmeetika pohiteoreem.

lgal naturaalarvul, mis pole O ega 1, leidub tdpselt tiks
kanooniline esitus.
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Kirjutiste godeliseerimine

Olgu, et kirjutised on |6plikud ning
jadakujulised.

Olgu, et kirjutised koosnevad |6plikust hulgast
parit simbolitest.

Olgu eelnimetatud simbolite hulgaks
{S0,S1) - sSim}

Olgu G(sy)=py, G(s1)=py, -, Gls,)=Py,
Vaatleme kirjutist k. k,...k;, kus

ki, Ky, ..., kion parit hulgast

{S0,S1) -+ sSi}-

Sellisel juhul olgu
G(k1k2k|) - (pm+1)G(kl) (pm+2)G(k2) ---(pm+i)G(ki)

Kurt Gédel (1906 —
1978)
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