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Hulgateooria aksioomid

* Neid fundamentaalseid ehk tdestamist mitte vajavaid printsiipe,
mis seostavad hulgateooria fundamentaalseid ehk maaratlemist
mitte vajavaid moisteid, nimetame hulgateooria aksioomideks.
Aksioomide kogumit ennast aga nimetame aksiomaatikaks.

* Erinevaid voimalikke aksiomaatikaid on hulgateooria jaoks loodud paris
mitmeid. Antud juhul oleme

|lahtunud sellest, mis on parit nn
Zermelo-Fraenkeli hulgateooriast
(saksa matemaatiku Ernst Zermelo
(1871 —1953) ja iisraeli matemaatiku
Abraham Fraenkeli

(1891 — 1965) nimede jargi)
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/ermelo-Fraenkeli aksioomid

Aksioomid jagunevad jargmisteks gruppideks:

e Vaidete grupp, mis on seotud hulkade vordsusega
(2 aksioomi)

e Vaidete grupp, mis on seotud hulkade olemasoluga
(2 aksioomi)

e Vaidete grupp, mis seletab kuidas olemasolevatest
hulkadest moodustada uusi (3 aksioomi)

e Vaidete grupp, mis on seotud moodustatud hulkade
jarjestamisega (2 aksioomi)
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Hulkade olemasolu ja tuhi hulk

 Olemasolu aksioom:
Hulgad on olemas. Eksisteerib vahemalt uks hulk.
Ehk [Ghemalt: (3H)Set H

e ZF Tuhja hulga aksioom:
Eksisteerib hulk, millel pole mitte Ghtegi elementi.
Selle hulga nimeks on tiihi hulk ja tahiseks simbol &
Ehk liihemalt: (3H)(Set H & He{J|(Vi)(iJ)} ).

Markus. Tuhja hulga aksioom vaidab, et tthi hulk on
olemas. Tuhja hulga aksioomis pole vaidetud, mitu
(erinevat?) tihja hulka on olemas.
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Vorduse seos
* Madratlus. H,=H, ] H,cH,&H,cH,

/F Ekstensionaalsuse 1. aksioom: Vordsed hulgad
kuuluvad elementidena samadesse hulkadesse ehk
themalt H;=H,> (VK)[ H,eK< H,eK]

Ekstensionaalsuse 2. aksioom: Hulgad on vordsed, kui
neisse kuuluvad elementidena samad hulgad ehk
lUhemalt

(VK)[ KeH, < KeH, ] o H,=H,
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Ekstensionaalsuse 1. aksioomi selgitus
H,=H, > (VK)[ H,eK < H,eK ]

Kdik, mis kehtib Ghe hulga jaoks, kehtib ka teise hulga jaoks.
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Ekstensionaalsuse 2. aksioomi selgitus

(VK)[ KeH, < KeH, ] > H,=H,
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Vordsete hulkade tahised ja tahendused

Vordsete samatahenduslikkuse printsiip: H,=H, > HjJH2

Ekstraekvaalsuse printsiip: Kui esimene tahistab teist, siis

leiduvad esimese kui teisega tahistatud hulgad, mis kuuluvad
elementidena alati samadesse hulkadesse ehk l[ithemalt

(A JA,) D 3H,H)I((AJH,)&(A,JH,)) D (VK)[H, eK<H, eK]]

_ Intraekvaalsuse printsiip: Kui esimene tahistab teist, siis
leiduvad esimese kui teisega tahistatud hulgad, kuhu kuuluvad
elementidena alati samad hulgad ehk [Ghemalt

(AJA,) D(FH,H)I((AJH,)&(A,IH,)) D (VK)[KeH,=KeH,]]
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Vorduse olulisi omadusi

Jareldus 1. Vorduse seos on refleksiivne ehk
(VX)[X=X].

Toestus. Tuleneb seose c refleksiivsusest.

Jareldus 2. Vorduse seos on simmeetriline ehk
(VXY)[ X=Y o Y=X].

Toestus. Tuleneb ekstensionaalsuse aksioomist.

Jareldus 3. Vorduse seos on transitiivne ehk
(VXYZ)[ (X=Y&Y=Z) D X=Z].

Toestus. Tuleneb ekstensionaalsuse aksioomist.
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Astmehulga aksioom

e ZF Astmehulga aksioom: Kui eksisteerib hulk H, siis eksisteerib
ka niisugune hulk, mille elementideks on koik hulga H
osahulgad ja ainult need. Sellise hulga nimeks on hulga H
astmehulk ning tahiseks on kirjutis 2".

Ehk lGhemalt: SetH o Set{z|zcH}
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Olulisi jareldusi astmehulga aksioomist

Lemma 1. Iga hulk on iseenda osahulk.

Toestus. Kui hulgal tletldse on elemente, siis ainult sellised, mis on
tema enda elemendid.

Lemma 2. Tuhjal hulgal pole kill elemente, kuid on olemas osahulk —
tema ise.

Toestus. Jareldub lemmast 1.

Teoreem. Tuhi hulk on mistahes hulga osahulk.

Toestus. Suvalise hulga H osahulgaks iga niisugune hulk, mille kbik
elemendid, kui neid uletildse on, peavad parinema hulgast H. Tuhjal
hulgal elemente pole. Jarelikult on tihja hulga korral tegemist hulga H
osahulgaga.

e Oluline jareldus. Ukski astmehulk pole tiihi. Isegi 29!
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Osahulga valjaeraldamine.
Valjaeraldamise aksioom.

 ZF Valjaeraldamise aksioom: Kui eksisteerib hulk tahisega M ja
W(H) on hulgateooria valem, milles esineb mingi hulga tahis H,
siis eksisteerib niisugune hulk, mille elementideks on koik
sellised hulga M elemendid H (ja ainult need!), mille korral
W(H). Sellise hulga nimeks on tingimust W rahuldavate hulga
M elementide hulk ning selle tahiseks on kirjutis
{H/lHeM & W(H) }

Markus. Konjunktsioonis HeM & W(H) on esimese liikkme He M
roll oluline selleks, et {H | HeM & W(H) } oleks ulelldse hulk!
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/F Valjaeraldamise aksioom. Selgitus




Russelli paradoks

* Vaatleme hulka K, mille elementideks on koik sellised hulgad,

mille tahiseks on { H | HZH }. Paneme tahele, et H¢H on
hulgateooria valem, kui H on hulga tahis.

NuUd on kaks voimalust: KeK voi KgK.

Kui KeK, siis K on Gks nendest, mis iseenda elemendiks pole —
st KgK.

Kui K&K, siis K on uks nendest, mis
kuulub elemendina hulka K — st KeK.

Paradoks tekkis sellest, et hulkade -
kirjeldamiseks kasutasime ndutava maaratluse % . |
{H|/HeM & W(H) } asemel lubamatut %

ihtsustusee e e

(1872- 1970)
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Hulgast valjaeraldamine:
hulkade vahe

Maaratlus. Hulkade A ning B vahe
moodustavad kodik need hulgad, mis on hulga
A elementideks, kuid pole hulga B
elementideks. Hulkade A ning B vahe
tahiseks on kirjutis A — B.

4

Teoreem. Hulkade A ning B vahe on hulk.
Toestus. Maaratluse kohaselt on hulkade A ning B vaheks hulk
{y|yeA & y¢B }. Valjaeraldamise aksioomi kohaselt on tegemist hulgaga (kuna A on hulk ja

y¢&B on hulgateooria valem).
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Uhe elemendiga hulgad

o Uksiku aksioom:
Kui eksisteerib hulk, mille tahiseks on H, siis eksisteerib
hulk, mille ainsaks elemendiks on H.

Selle hulga nimeks on hulgast H koosnev uksik ja tahiseks
on kirjutis {H}

Ehk simbolite abil kirja pannes:
SetH o [ Set{H} & (VJ)(Je{H} > J=H) ]
Mirkus. J=H | (VX)[ xeJ) <> xeH ]

Jareldus. Leidub hulk, mille ainsaks elemendiks on tuhi
hulk. Ehk lGhemalt — Set{}
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Kahe elemendiga hulgad

* ZF Paari aksioom: Kui eksisteerivad hulgad, mille tahiseks on H,
ning H,, siis eksisteerib hulk, mille ainsateks elementideks on
hulgad H, ning H,. Selle hulga nimeks on hulkadest H, ning H,
koosnev paar ja tahiseks on kirjutis {H,, H,}

Ehk simbolite abil kirja pannes:
(SetH,&SetH,)>[Set{H,,H,}&(VJ)(Je{H,,H,}>(J=H,vI=H,)]
Mirkus. J=H | (Vx)[ xe) < xeH ]
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Elementideks olemise regulaarsus

e ZF Regulaarsuse aksioom: Kui hulk pole tuhi, siis peab
tal leiduma vahemalt Uks niisugune element, millega tal
omakorda pole thiseid elemente. Ehk [GUhemalt:

(SetH & H=JJ) o (Jy)( yeH & —(3Ix)(xey & xeH))

Teoreem. Ukski hulk ei saa olla iseenese elemendiks

Toestus. Kui oletaksime, et hulk H on iseenda
elemendiks, siis — moodustades uue hulga {H}, mille
ainsaks elemendiks on H—naeme, et hulgal {H} on
oma iga elemendiga (neid aga pole ju rohkem, kui H)
Uhine element. See aga on vastuolus regulaarsuse
aksioomiga. Jarelikult ei saa meie oletus olla dige.
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Teineteise elemendiks olemisest

Teoreem. Pole olemas hulkasid A ning B, mille
korral on oige, et AeB ja uihtlasi on oige, et BeA.

Toestus. Toepoolest — vastupidisel juhul (st kui oletame, et siiski
leiduvad hulgad A ja B, mille korral A€B jaBeA), saame paari
aksioomi rakendades moodustada hulga H, mille ainsateks
elementideks on hulgad A ja B. Sellisel juhul oleks hulkade H
ning A Uhiseks elemendiks B ja teisest kuiljest oleks hulkade H ja
B Ghiseks elemendiks A. Reqgulaarsuse aksioomi pohjal aga
peaks igal hulgal — jarelikult ka hulgal H leiduma vahemalt tks
niisugune element z, mis ei oma hulgaga H thiseid elemente.
Samas aga naeme, et asja moodustatud hulgas H selliseid
elemente pole. Seega — meie oletus ei pea paika ning selliseid
hulkasid A ja B, mille korral AeB ja BeA pole olemas.
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Suvaelemendid

Maaratlus.

MittetUhja hulga kdik elemendid on uhtlasi selle hulga
siivaelemendid

Kui A on mittettuhja hulga H sivaelement ja seejuures
BeA, siis utleme, et hulk B on hulga H stivaelement

Kui B on mittetuhja hulga H sivaelement, kusjuures
samas B&H, siis nimetame hulka B hulga H toeliseks
siivaelemendiks

Naide. Vaatleme hulka { O, {{J}} }. Selle Giheks
sivaelemendiks on J, mis pole samas toeliseks
stivaelemendiks. Kull on aga toeliseks sivaelemendiks

{D}.
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Suvaelementide tasemed

Vahel (naiteks nn taiesti |oplike hulkade korral, kus

e
e
O

emente on |0plik arv, elementide elemente on Ioplik ary,
ementide elementide elemente on |0plik arv jne) on
uline teada, kui “stigaval” mingi stivaelement paikneb.

Maaratlus.

Mittetlhja hulga kdik elemendid on uUhtlasi selle hulga 0-
taseme suivaelemendid

Kui A on mittetuhja hulga H m-taseme stuivaelement ja
seejuures BeA, siis utleme, et hulk B on hulga H m+1-
taseme suivaelemendiks

Markus. Mdnes hulgas voib moni sivaelement omada

korraga mitut erinevat taset. Naiteks omab stivaelement B
hulgas { {B}, {C, {B}} } korraga taset 0+1 ja taset O+1+1.
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Suvaelemendid. Selgitus

O-taseme
elemendid 1-tasemg
elemendid
2-taseme
elemendid

Leppime kokku, et
see jaotus toimib
just nii.
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Suvahulgad
Maaratlus. Vaatleme mittetthja hulka H.

e Hulka A nimetame hulga H sliva-osahulgaks ehk
lUhemalt suvahulgaks, kui selle elementideks
voivad olla ainult hulga H siivaelemendid

e Kui seejuures on teada stivaelementide tasemed ja
A sisaldab vahemalt Ghte hulga H m-taseme
sivaelementi, kuid samas ei sisalda mitte Uhtegi
m+n+1-taseme stivaelementi, kus 0<n, siis utleme,
et A on hulga H m-taseme suvahulk.

* Kokkuleppeliselt olgu tiihi hulk & mistahes hulga
0-taseme slivahulgaks
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Suvahulgad. Selgitus

Maakondade osahulk on
Riikide hulga O-taseme
stivaosahulk, samuti

_ maailma hulga 1-taseme
\ slivaosahulk

Maakondade
osahulk
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Uhendhulgad

e ZF Uhendhulga aksioom: Iga hulga H
korral eksisteerib niisugune hulk, mille
elementideks on koik hulga H
elementide elemendid ja ainult need.
Sellise hulga nimeks on hulga H
elementide lihendhulk ja tahiseks on
kirjutis UH

Kui seejuures osutub, et hulga H naol on tegemist hulkadest H, ning H, koosnev paariga
{H,H,}, siis kasutatakse tahise U{H,,H,} asemel tahist H,UH,

Ndide. Vaatleme hulka { A#, %, ¢ },{0,&}}.
Selle Ghendiks \{ A#, &,¢}1{0,%}} onhulk {AO#&,¢}
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Uhendhulgast viljaeraldamine: hulkade (ihisosa

Maaratlus. Hulkade A ning B lihisosaks nimetame hulka, mille
elementideks on nii hulka A, kui samas ka hulka B kuuluvad
elemendid. Hulkade A ning B Ghisosa tahistatakse kirjutisega ANB.

Teoreem. Hulkade Uhisosa on hulk.

Toestus. Maaratluse kohaselt on hulkade A ning B Uhisosaks {z|zeA &
zeB }. Pole raske veenduda, et esiteks

(zeA & zeB)<=>((zeA v zeB) & (zeA & zeB)) ja teiseks
(zeA v zeB)<>zeAUB. Jarelikult
(zeA & zeB)<=>((zeAUB) & (zeA & zeB)).

Kuna AUB on hulk tGhisosa aksioomi pohjal ning ze A & zeB on hulgateooria
valem, siis valjaeraldamise aksioomi pdhjal on hulgaks ka {z |
(ze AUB)&(zeAjazeB)} ehk hulk {z | ze A&z e B}.
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Uhendhulgast valjaeraldamine:
hulkade erisosa

Maaratlus. Hulkade A ning B erisosaks
ehk hulkasid A ning B eristavaks osaks
ehk hullkade A ning B summeetriliseks
vaheks nimetame hulka, mille
elementideks on hulka A voi hulka B,
kuid mitte molemasse Uheaegselt
kuuluvad elemendid. Hulkade A ning B
erisosa tahistatakse kirjutisega AAB.

Teoreem. Hulkade erisosa on hulk.

Toestus. Maaratluse kohaselt on hulkade A ning B erisosaks

{z]|zeAUB & z¢ ANB }. Uhendi aksioomi kohaselt AUB on hulk ning eelmise teoreemi pdhjal on
hulgaks ka AmB. Niisugusel juhul on z¢ AnB hulgateooria valem. Jarelikult

{z|zeAUB & z¢AMB } ehk AAB on hulk.
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Valikhulgad

e ZF + C Valiku aksioom: Iga ainult mittetihjadest
elementidest koosneva hulga H korral eksisteerib niisugune
hulk, mille elementideks on hulga H elementide
elemendid, seejuures igast elemendist tapselt liks valja
valitud (mingi elemendi!) element ja ainult need. Sellise
hulga nimeks on hulga H elementide (mingite elementide)
valikhulk.

Ndide. Vaatleme hulka { A#, %, ¢1,{0,&}}.

Selle Giheks valikhulgaks on hulk {A,#,0}.
Teiseks valikhulgaks on aga naiteks {O, ¢ ,&}.

Markus. Valikuaksioom on vajalik hulkade olemasolu selliseks
toestamiseks, kus tuleb teostada n-6 elementide vdéljavalimisi.
Uhekaupa etteantud hulkade seast (mis ise parit hulgast H).
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Valiku aksioom. Selgitus

.//
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/F Lopmatuse aksioom

= Lopmatuse aksioom:
Eksisteerib vahemalt liks niisugune hulk L, mille korral selle
hulga L (iheks elemendiks on tiihi hulk &

" kui vaadeldavasse hulka L kuulub elemendina mingi hulk H,
siis kuulub hulka L elemendina ka hulk, mille tahiseks on H+1

ja mille (st H+1) elementideks on ainult koik hulga H
elemendid, kui H pole tiihi ja hulk H ise

= Naide. Kui hulk H on tiihi, siis hulgaks H+1 on {J}. Kui hulga H
elementideks on x,y,z, siis hulga H+1 elementideks on x,y,z ja
{xy,z}.

Markus. Antud aksioom ei ole |dpmatuse maaratlus!
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