BINAARSETE SEOSTE OLULISED
OMADUSED




Cartesiuse ruudud

Maaratlus. Hulga A Cartesiuse teiseks astmeks ehk
Cartesiuse ruuduks nimetame hulka

A)={(p,q)| pcA & qeA }
Naide 1. Kui H={0,1}, siis
H12={(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}

Niide 2. Vaatleme hulka {A,, O, ¥¢,0}. Sellisel juhul
{N,,0,%,010={A,>,0,¥,0} x {A,,0,¥,0} =
= {(A, D), (A, N (A, O), (A, 33), (A, 0),

(O, A), (O, 0N, (O, O), (O, 3%, (O, 0),
(O, &), (O, ) (0, O),(O, %),(O, 0),
(¥, &), (%, O), (0, O), (3¢, %), (3¢, 0),
0, &), (0,<), (0,0), (0,3), (0,0)}
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Koikide naturaalarvude hulga Cartesiuse

N@={(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5) (0,6) .

(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,0) (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,0) (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5 (3,6)
4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,0) (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) ¢(5,5) (5,6)
(6,0) (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

ruut




Kahe hulga Cartesiuse korrutised

Maadratlus. Hulkade A ja B Cartesiuse korrutiseks
nimetame hulka {{a.,B) | (e A)&(B€B)},

mida tahistame kirjutisega AXxB.
Seega - AxB = {{a,,B) | (€ A)&(P<B)}
Ndide 1. Kui H,={O, [} ja H,={S,£,1}, siis
H,xH, = {(O,$),{0,£),{O,1),{[,$),{L},£),{[}, )}

Naide 2. Kui A={1,2} ja B={x,y,z}, siis
AxB={(1,x), (1,y), (1,2), (2,%), (2,¥), (2,2)}

BxA={(x,1), (X,2), <Y,1), (¥,2), (z,1), (2,2)}
Jireldus. Uldjuhul AxB # BxA
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Unaarsete predikaatide maaratlus

» Uhekohaliseks predikaadiks hulgas H ehk hulga H
elementide omaduseks nimetame hulga H suvalist
osahulka Q. Kui €2 tahistab hulga H elementide
mingit omadust ja a tahistab hulga H mingit
elementi, siis

» O(a) | elemendil o on omadus Q
* elemendil o on omadus Q2 I ae)
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Omaduste naited

e Vaatleme hulka {1,2,3,4,5,6} ning omadust P, mille korral
P(m)felement m on algarv. Sellisel juhul P={2,3,5}

e Vaatleme hulka {1,2,3,4,5,6} ning omadust T, mille korral
T(u)felement u on kordarv. Sellisel juhul T={4,6}

e Vaatleme hulka {1,2,3,4,5,6} ning omadust F, mille korral
F(t)felement t on Fibonacci arv.
Sellisel juhul Q={1,2,3,5}

 Vaatleme hulka {®,®,2€,€©,©} ning omadust K, mille
korral K(e)felement e on ajanaitaja.
Sellisel juhul K= {@,&®,0}
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Binaarsete predikaatide maaratlus

* 2-kohaliseks predikaadiks ehk 2-kohaliseks seoseks ehk
binaarseks predikaadiks hulkade H;, H, elementide vahel
nimetame hulga H,xH, suvalist osahulka

Kui @ tahistab mingit binaarset seost H,, H, elementide vahel
ja o, a, tahistavad mingeid elemente vastavatest hulkadest, siis

« ®(a,, o,) | o, ja o, on seoses
* 0, jaa,onseoses | [{a,, a,)eD] & [DcH,xH,]

Teoreem. lga binaarne seos kujutab endast jarjestatud paaride
mingit omadust.

Toestus. Vaatleme hulkade H,, H, elementide vahelist binaarset
seost @. Kuna ®cH,xH,, siis on definitsiooni jargi tegemist
hulga H,xH, elementide ehk jarjestatud paaride omadusega.
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Binaarsete seoste naited |

15/11/2011 (C) Peeter Lorents, Erika Matsak



Binaarsete seoste naited ||

e Vaatleme hulka {A\,>,0,¥,0} ja seost £, mille korral

o/f3 | o on nurgelisem kui B.
Sellisel juhul {A,>,0,%,0} x {A,,0,¥,0} =
={{L, 1), (A, O) (A, O), (A, 3%), (A, 0),

(O, A), (O, O, (O, O), (O, 370, (<, 0),

(O, &), (O, N0, O),(O, %), (O, 0,

(%, A), O, O), (%, O), 5%, 3%), (3%, 0),

(0, &), 0,<), (0,0), (0, %), (0,0)}ja

Z={A, O0)(A,0),(0, 4), (0, 0,
(O, 0), (377, A), (37, ), (¥, O), 5%, 0}
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Seoste naited Il

e Vaatleme hulkasid {A\,<>,O,%,0} ning {1,2,3,4,5,6} ja seost
@, mille korral a®f3 | o “teravate” nurkade arv on B.
Sellisel juhul {A,<>,O,%,0} x {1,2,3,4,5,6} =
={(4,1),{A, 2),{A,3),{A, 4), (A, 5),{A, 6),

(<, 1),(0,2), (0, 3),(C, 4), (O, 5), (O, 8),
(O, 1),0, 2),(0, 3),(0, 4),(0, 5),(0, 6),
(3%, 1), (%, 2), (3%, 3), (9%, 4), (3¢, 5), (3%, 6),

(0,1), <0,2), (0,3),0,4), €0,5), (0,6)} ja

@ ={(A, 3), (O, 8), (3%, 5))
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Erikokkulepe binaarsete seoste jaoks

e Kui S on binaarse seose siumbol ja mingite x ning y korral
S(x,y), siis reeglina kirjutatakse S(x,y) asemel xSy

* Naiteks ei kirjutata =(a,3) — vaid a=[3; ei kirjutata €(X,Y) —
vaid XeY; ei kirjutata L (s,t) — vaid s_Lt

e Kuid on ka erandeid! Jagajaks olemist valjendava seose
korral — mida tahistatakse kirjutisega div —tahistab seda, et
arv m on arvu n jagajaks, kirjutis div(m,n) ja mitte kirjutis

(naiteks div(2,6), mitte )
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Samade tahiste kasutamisest

e Sageli kasutatakse omaduste ning seoste tahistamiseks samu
simboleid ja nimetusi, kuigi formaalselt vottes on tegemist
erinevatest korteezidest koosnevate seostega. Niisugust asja
vbimaldab tihiseks-tahenduseks olemise seose | mitteiihesus.

 Nadide. Vaatleme kaht hulka: {0,1,2} ja {4,5,6,7}. Moodustame
molema hulga jaoks binaarsed seosed: {(0,1), (0,2), (1,2)} ja
{(4,5),¢4,6), (4,7),¢5,6), <5,7), {6,7)}.
Neis seostes pole ainsatki Gihist paari. Samas on Usna
ootusparane, et molema korral kasutatakse lUihte ja sama tahist,
milleks on <.

e Markus. Samanimeliste omaduste ja seostega on meil tegemist
tavaliselt siis, kui tegemist on mone “avarama” omaduse voi
seose “kitsamate” osadega.
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Binaarsed funktsionaalsed seosed

Maaratlus. Mingit 2-kohalist seost F nimetatakse kahe-
kohaliseks funktsionaalseks seoseks ehk -
kohaliseks funktsiooniks, kui selle seose koikide sidumite
viimased elemendid on esimeste poolt Gheselt maaratud
ehk luhemalt: kui (x,y')eF ning {x,y")eF, siisy =vy".
Kokkuleppeliselt kasutatakse jargmist tahistusviisi:
F(x)=y | (x,y)eF
F(x) J (3y)[ F(x)=y & (x,y)eF ]
Funktsiooni F maaramispiirkonnaks nimetatakse hulka
dom F = { x| (3y)[F(x)=y] }
Funktsiooni F vaartuste piirkonnaks nimetatakse hulka
rng F=1{y | (3x)[F(x)=y] }

15/11/2011 (C) Peeter Lorents, Erika Matsak




Unaarsete funktsioonide naiteid

e Kahekohaline seos F, mille korral F(x,t) [xisaont on
tuhekohaline funktsioon

Kahekohaline seos P, mille korral

P(x,c) | x on c vanaisa thekohaline funktsioon
e Kahekohaline seos R, mille korral

R(u,w) [ arvu u ruut vérdub arvuga w

on uhekohaline funktsioon

Kahekohaline seos D, mille korral

D(m,n) | arv m jagub arvuga n
tuhekohaline funktsioon
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Vastavused

Maaratlus 1. Kahe hulga H, ning H, elementide vahelist seost F
nimetame uheseks vastavuseks, kui on taidetud jargmised
tingimused:

Iga element hulgast H, on seoses F tapselt Uhe sobiva
elemendiga hulgast H,

Iga element hulgast H, on seoses F mingi sobiva elemendiga
hulgast H,

Maaratlus 2. Kahe hulga H, ning H, elementide vahelist seost F
nimetame uks-uheseks vastavuseks, kui on taidetud jargmised
tingimused:

Iga element hulgast H, on seoses F tapselt Uhe sobiva
elemendiga hulgast H,

Iga element hulgast H, on seoses F tapselt Uhe sobiva
elemendiga hulgast H,

15/11/2011 (C) Peeter Lorents, Erika Matsak




Vastavused ja unaarsed funktsioonid

Teoreem 1. Kahe hulga H; ning H, elementide vaheline
tihene vastavus F on seos, mille korral on taidetud
jargmised tingimused:

e domF=H,

* rmgF=H,
Teoreem 2. Kahe hulga H, ning H, elementide vaheline dks-
tihene vastavus F on seos, mille korral on taidetud
jargmised tingimused:

e domF=H,

* rmgF=H,

o kui p#q, siis F(p)#F(q)
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Vastavuste naiteid
Hulgad {A\,,0O,%,0} ning {1,2,3,4,5,6}
Uheses vastavuses
Hulgad {0,1,2,3,4,5,6,7,8, ...} ja {0,2,4,6,8, ...} on Uks-
uheses vastavuses

Koikide naturaalarvude hulk ja koikide reaalarvude
nulk uks-Uheses vastavuses

Koikide naturaalarvude hulk N ja hulk {0,1}
Uheses vastavuses (votame F(n)=[1+(-1)"]:2)

o Koikidest naturaalarvudest moodustatud jarjestatud
paaride hulk NxN ja koikide naturaalarvude hulk N
on Uks-Uheses vastavuses (votame F(x,y)=c?(x,y) )
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Binaarsete seoste omaduste naiteid |

 Vaatleme hulka H ja binaarset seost R selle hulga
elementide vahel

* Ron refleksiivne hulgal H, kui (VoeH)[aRa]
* Paralleelsuse seos on refleksiivne koikide sirgete hulgal
* R on mitterefleksiivne hulgal H, kui —(VaeH)[aRa]

 Seos ® arvude hulgas, mille korral m®w | m ruut on w — on
mitterefleksiivne: 0®0, 1°1, kuid —2®2, —3®3

R on hulgal H, kui (VoeH)—[aRa]
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Binaarsete seoste omaduste naiteid I
* R onsummeetriline hulgal H, kui

(Vo eH)[aRBoBRA]

* Ristseisu seos | on simmeetriline kdikide sirgete
ulgal

* R on mittesummeetriline hulgal H, kui
—(VapPeH)[aRBDBRa]

e Seos ¥ on mittesimmeetriline koikide inimeste
hulgal

R on hulgal H, kui
(VopeH)—[aRBDBRa]
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Binaarsete seoste omaduste naiteid Il

e Seos R on antisummeetriline hulgal H,
kui (VapeH)[(aRB & BRa) D a=P]
e Seos < on antisummeetriline koikide arvude hulgal

e Seos R on mitteantisummeetriline hulgal H, kui
—(VapBeH)[(aRB & BRa) D a=]

e Seos =, mille korral mEw | Im] ja |[w| on vordsed on
mitteantisimmeetriline kdikide taisarvude hulgal: naiteks
(—3)=(+3) ja (+3)=(-3), kuid (-3) # (+3); kui aga m ja w on
positiivsed, siis (MmHw & wi=Hm) D m=w
Seos R on hulgal H, kui
(VapeH)=[(aRB & BRa) 2 a=p]
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Binaarsete seoste omaduste naiteid IV
e Seos R on transitiivne hulgal H, kui
(VapyeH)[(aRB & BRy) > aRy]

e Paralleelsuse seos on transitiivne koikide sirgete
hulgal

e Seos R on mittetransitiivne hulgal H, kui
—(VapyeH)[(aRp & BRy) > aRy]
 Seos ¥ on mittetransitiivne koikide inimeste hulgal

Seos R on hulgal H, kui
(VapyeH)—[(aRP & BRy) S aRy]
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Binaarsete seoste omaduste naiteid V

* Seos R on ekvivalentsusseos hulgal H, kui R on
hulgal H refleksiivne & transitiivhe &
summeetriline

e Seos || on ekvivalentsuse seos kdikide sirgete hulgal

* Seos R on mitte-ekvivalentsusseos hulgal H, kui R
on hulgal H mitterefleksiivhe v mittetransitiivne v
Vv mittesummeetriline

e Seos | on mitte-ekvivalentsuse seos koikide sirgete
hulgal (kuna L on mitterefleksiivne)
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Binaarsete seoste omaduste naiteid VI

e Seos R on osalise jarjestuse seos hulgal H, kui R on
hulgal H refleksiivne & transitiivhe &
& antisimmeetriline

* Seos < on osalise jarjestuse seos koikide arvude
hulgal

e Seos R ei ole osalise jarjestuse seos hulgal H, kui R
on hulgal H mitterefleksiivne v mittetransitiivne v
mitte-antisimmeetriline

e Seos | ei ole osalise jarjestuse seos koikide sirgete
hulgal (kuna L on mitterefleksiivne)
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Binaarsete seoste omaduste naiteid VII

* Ron totaalne hulgal H, kui (VaBeH)[aR[]

e Uhise punkti olemasolu seos ® on totaalne hulgal {X,Y,Z},
mille elementideks on ruumi ristkoordinaadistiku
moodustavad kolm sirget

* R on mittetotaalne hulgal H, kui —(Vo[3€eH)[aR]

e Seos ¥ on mittetotaalne koikide inimeste hulgal

* R on kvaasitotaalne ehk lineaarne hulgal H, kui
(Vo eH)[aRB v BRa v a=3]

e Seos < on lineaarne koikide arvude hulgal

* R on mitte-kvaasitotaalne ehk mittelineaarne hulgal H, kui
—(VapeH)[aRB v BRa v a=f]
e Seos on mittelineaarne koikide sirgete hulgal
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Binaarsete seoste omaduste naiteid VII|

e Seos R on lineaarse jarjestuse seos hulgal H, kui R
on hulgal H refleksiivne & transitiivne &
antisummeetriline & kvaasitotaalne

e Seos < on lineaarse jarjestuse seos koikide arvude
hulgal

e Seos R ei ole lineaarse jarjestuse seos hulgal H, kui
R on hulgal mitterefleksiivnhe v mittetransitiivhe v
mitte-antisimmeetriline v mitte-kvaasitotaalne

 Seos < ei ole lineaarse jarjestuse seos koikide
arvude hulgal (kuna < on mitterefleksiivne)
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Binaarsete seoste omaduste naiteid IX

e Seos R rahuldab minimaalse elemendi olemasolu tingimust
hulgal H ehk [Ghemalt — rahuldab minitingimust, kui
(VBcH)[B#Y o (dueB)(VaeB)[a#u > —aRu] ] kusjuures
elementi u, mille korral (dueB)(VaeB)[a#u D> —aRpu]
nimetame osahulga B minimaalseks elemendiks seose R
mottes

e Seos < rahuldab minitingimust koikide naturaalarvude hulgal

e Seos R ei rahulda minimaalse elemendi olemasolu tingimust
hulgal H ehk [Ghemalt — ei rahulda minitingimust, kui
—(VBcH)[B2Y o (AueB)(VaeB)[a#u > —aRu] ]

e Seos < ei rahulda minitingimust koikide ratsionaalarvude hulgal
kuna naiteks osahulgal {1, %5, %, %, ...} pole minimaalset
S E
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Binaarsete seoste omaduste naiteid X

Seos R rahuldab esimese elemendi olemasolu tingimust hulgal
H ehk l[Uhemalt rahuldab esitingimust, kui

(VBcH)[B#Y o (deeB)(VaeB)[eRa] ] kusjuures elementi g,
mille korral (deeB)(VaeB)[eRa] nimetame osahulga B
esimeseks elemendiks seose R mottes

Seos < rahuldab esitingimust koikide naturaalarvude hulgal

Seos R ei rahulda esimese elemendi olemasolu tingimust
hulgal H ehk [Ghemalt ei rahulda esitingimust, kui
—(VBcH)[B#Y o (deeB)(VaeB)[eRa] ]

Seos @, mille korral m®n | m on n teguriks ei rahulda
esitingimust kdikide Ghest suuremate naturaalarvude hulgal
(kuigi samas rahuldab minitingimust sellel hulgal)
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Binaarsete seoste omaduste naiteid Xl

e Seos R on taieliku jarjestuse seoseks hulgal H, kui R
on hulgal H refleksiivne & transitiivhe &
antisummeetriline & kvaasitotaalne & rahuldab
esitingimust

e Seos < on taieliku jarjestuse seoseks koikide naturaalarvude hulgal N

 Seos R ei ole taieliku jarjestuse seoseks hulgal H,
kui R on hulgal H mitterefleksiivhe v
mittetransitiivne v mitte-antisummeetriline v
mitte-kvaasitotaalne v ei rahulda esitingimust

e Seos < ei ole taieliku jarjestuse seoseks koikide reaalarvude hulgal
(kuna naiteks osahulgas {1, %, %, 74, ...} pole esimest)
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/ermelo teoreem:

lga mittetlhja hulga H korral leidub selline
seos R, mis on taieliku jarjestuse seoseks
hulgal H

John von Neumanni teoreem.
lga ordinaalarv, mis pole nullordinaal (sh
iga positiivne naturaalarv) on taielikult 3. von Neumann
jarjestatud osahulgaks olemise seosega —.  (1903-1957)
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Binaarsete seoste omaduste naiteid Xl|

* Seost R nimetame vasak-loplikuks hulgal H, kui selle hulga
iga elemendi a korral leidub vaid loplik arv hulga H
selliseid elemente [3, mille puhul BRo

e Seos M, mille korral m®n | m on n teguriks
on vasak-loplik kdikide positiivsete naturaalarvude hulgal

e Seost R nimetame mitte-vasak-loplikuks hulgal H, kui selle
hulga mone elemendi a korral leidub I6putul arvul hulga H
selliseid elemente [3, mille puhul BRao

e Seos < on mitte-vasak-loplik kdikide taisarvude hulgal

14/11/2011 (C) Peeter Lorents, Erika Matsak



Binaarsete seoste omaduste naiteid Xll|

 Seos R on regulaarne ehk fundeeritud hulgal H, kui pole
olemas niisugust hulga H elementide jada Xg,X{,.--X 1, X141, -+
milles ... x.,;RX.., ..., X;RX;, X;RX, ja seejuures lopmata
paljudel juhtudel moned “naabritest” erinevad
teineteisest (st, et x_#x_.,).

e |saks olemise seos & on regulaarne ehk fundeeritud
kdikide inimeste hulgal

* Seos R on mitteregulaarne ehk mittefundeeritud hulgal H,
leidub niisugune hulga H elementide jada, milles on
lopmata palju uksteisest erinevaid elemente x_ ja

seejuures ...X..{RX_,...,X;RX;, X;RXj.

e Seos < on mitteregulaarne koikide taisarvude hulgal, sest
naiteks ...— (m+l)<—-m, ..., -2<-1,-1<0
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Seose < fundeeritus hulgal N

Teoreem. Seos “vaiksem voi vordne” rahuldab
fundeerituse tingimust koikide naturaalarvude
hulgal. St, et pole olemas niisugust hulga N
elementide jada Xg,Xq,--- X, X;0q,---, Milles .o x <X,
. X5=X4, X=X, ja seejuures ldpmata paljudel
juhtudel moned “naabritest” erinevad teineteisest

(st, et x_#x_..).

Toestuse idee. Definitsiooni kohaselt péqf(p<qvp¢q).
p<queq. Kui antud teoreemi vaide poleks dige, siis peaks leiduma

IOputu “ahel” ..ex ex e..exEXE...€X,
See aga on vastuolus seose € fundeeritusega (vt regulaarsust)

(C) Peeter Lorents, Erika Matsak
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Binaarsete seoste omaduste naiteid XIV

e Seos R rahuldab induktsiooni tingimust hulgal H, kui hulga
H elementide suvalise omaduse M korral
(VyeH)[(VxeH)((xRy&xzy)>M(x))>M(y)]=(VzeH)M(z)
ehk “enam sdnade abil” — kui hulga H iga elemendi y korral
korral sellest, et koikidel (seose R mottes) eelnevatel
elementidel on omadus M jareldub, et ka elemendil y on
see omadus, siis evivad omadust M koik hulga H elemendid
(tuletame meelde, et omaduse evimine oli samavaarne
teatavasse osahulka kuulumisega)

e Seos < rahuldab induktsiooni tingimust koikide
naturaalarvude hulgal

* Seos < ei rahulda induktsiooni tingimust kdikide taisarvude
hulgal (kui naiteks M(b) [bon negatiivne)
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IMF-teoreem (Lorents 2001)

Jargmised tingimused on loogiliselt ekvivalentsed:
e Induktsiooni tingimus
* Minimaalsuse tingimus

 Fundeerituse tingimus
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Induktsmonl JaWII\/IF teoreem| kasutamise naide

Vaatleme omadust: [0+...4w = w(w+1):2

Toestame, et see omadus on koikide naturaalarvude hulga N igal elemendil.
Naitame, et seos <, rahuldab induktsiooni tingimust hulgal N.

Pole raske veenduda, et seos < rahuldab fundeerituse tingimust hulgal N (st et igale
naturaalarvule m eelneb selle seose mottes vaid [6plik kogus erinevaid

naturaalarve). Niud rakendame IMF teoreemi, mille kohaselt seos rahuldab <
mistahes omaduse M (st ka siis kui, M=P) puhul tingimust

(VyeN)[(VxeN)(x<y&xzy)>M(x))>M(y)] o (VzeH)M(z)
ehk “enam sonade abil” — kui hulga H iga elemendi y korral sellest, et kdikidel
(seose < mottes) eelnevatel elementidel on omadus M jareldub, et elemendil y on

samuti see omadus, siis evivad omadust M kdik hulga H elemendid (tuletame

meelde, (1) et omaduse evimine oli samavaarne teatavasse osahulka kuulumisega
ja (2), et see kehtib ka siis, kui M=P)

Veendume, et iga y korral (VxeN)((x<y&x=y)>P(x))>P(y). Paneme tdhele, et see
on Oige, kui y on O (sest y=0 korral 0=0(0+1):2). Olgu nitd y>0 ja olgu et iga x korral
((x<y&xzy)>P(x)) ehk — kui mingi arv x on n-6 rangelt vdiksem arvust y, siis
O+...+x=x(x+1):2. Nii on ka y-1 korral. St, et O+...+(y-1)=(y-1)(y-1+1):2.
Jarelikult P(y) ehk O+...+y=[0+...+(y-1)]+y=[(y-1)y:2]+y=y(y+1):2. Jarelikult iga y
korral (VxeN)((x<y&xzy)DP(x))>P(y). Jdrelikult (VzeN)P(z).
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